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ایران ترکیبیات المپیاد اولین
حل ها راه همراه به رویداد مسائل

آماده دادگرنیا علیرضا و اسدی ابوالفضل قاسمͳ نیا، بنیامین ،ͳیوسف متین ،ͳحسین سیدرضا توسط دفترچه این
است. شده

ثقفیان. ͳمرتض از ویژه تش΋ر با



٣٢٠ در نفر ٧۵٠ شرکت با ١٣٩٩ سال اردیبهشت ٣ چهارشنبه، روز در ایران ترکیبیات المپیاد اولین
شامل ایران ترکیبیات المپیاد اولین سوال انتخاب کمیته ی شد. برگزار نفره سه یا دو گروه

،ͳثروت عباس فولادی، احمدی یاسر علیپور، علیرضا ثقفیان، ͳمرتض
ͳجبل عامل افروز فیروزی، حسام سید ،ͳحسین رضا سید اسدی، ابوالفضل

یاری از سوال انتخاب کمیته ی بود.

سینا پیغمبری، شایان مسعودی، کسری عبدالله پور، علیرضا ،ͳمعین عرفان
صدرا ،ͳحاتم مهدی محمد جمشیدی، آرشام اکبری، امیررضا پاک سرشت،
مجدی، درسا ،ͳشریف باقر محمد ،ͳحق سعید محمد حیدری، محمد ،ͳدشت
سوگل محمدی، مهرشاد ،ͳایمان محمد امیر ،ͳامین ناج ثنا غفاری، محدثه

ͳهاشم دیبا سامانیان،

تش΋ر نهایت در است. قدردان بسیار داشتند، آنلاین صورت به رویداد برگزاری در ͳاساس نقش که
داشتند. عهده بر را سایت ͳطراح که حیدری ͳعل محمد و ͳکریم آرمان از ویژه
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کوتاه ΁پاس امتحان

١





سوالات

١ سوال
کندوی Έی پایین سطر ͳمیان خانه ی در و خرس Έی بالا سطر ͳمیان خانه ی در داریم. ٩×٩ ͳجدول
حفره ای کندو) و خرس ابتدایی خانه  های جز (به جدول از خانه  شش در مͳ خواهیم دارد. قرار عسل
خانه های از ͳ΋ی به مرحله هر در مͳ کند، حرکت به شروع خرس حفره ها ایجاد از پس کنیم. ایجاد
باید حفره ها مͳ رساند. کندو به را خود مم΋ن مسیر کوتاه ترین با و مͳ رود حفره بدون ͳضلع مجاور
حالات در باشد. داشته کندو به رسیدن برای مسیر Έی کم دست خرس، که شوند انتخاب نحوی به
مͳ کند، ͳط کندو به رسیدن برای خرس که ͳمراحل تعداد بیشینه ی حفره ها، م΋ان انتخاب مختلف

چیست؟

٢ سوال
دو هیچ هم چنین و نبوده برابر مجاوری حرف دو هیچ c و b ،a حروف با ͳرقم هفت رشته ی چند در

نیستند؟ برابر ͳحرف دو حداقل زیررشته ی
است. رشته در ͳمتوال حرف تعدادی زیررشته، از منظور توضیح:

٣ سوال
(٩,٩) یا … ،(٠,١) ،(٠,٠) مرتب های زوج از ͳ΋ی آن ها از Έی هر روی که داریم کارت تعدادی
(c, d) و (a, b) مرتب های زوج با کارت دو گرفتن با مرحله هر که داریم ͳدستگاه است. شده )نوشته
min{a, c},min{b, d}

)
مرتب های زوج با دیΎر کارت دو شده، داده کارت دو برگرداندن بر علاوه

بتوانیم تا داریم نیاز کار آغاز در کارت چند کم دست مͳ دهد. ما به
(
max{a, c},max{b, d}

)
و

کنیم؟ تولید را مم΋ن متمایز کارت ١٠٠ تمام مرحله، تعدادی با

۴ سوال

٣



۴سوالات

فصل در ب΋شد، طول آذرماه تا کرونا که ͳصورت در کرده اعلام آبولفستان کشور فوتبال Ίلی سازمان
صورت به بازی ها ͳیعن) کرد خواهند بازی هم با بار Έی تنها تیم دو هر فرصت، کمبود دلیل به آینده
الΎوریتم Ίلی سازمان میزبان، تعیین برای دارد. تیم ٢٠۴٨ Ίلی این بود). نخواهد برگشت و رفت

کرد: خواهد اجرا را زیر

متفاوت ١−iاُم هفته ی تا تیم دو میزبانͳ های تعداد اگر iاُم، هفته ی در بازی هر ازای به
میزبان صورت این غیر در مͳ شود؛ میزبان داشته، کم تری ͳمیزبان تاکنون که ͳتیم باشد،

برمͳ گزینیم. ͳتصادف طور به را

چیست؟ فصل انتهای تا تیم Έی مم΋ن میزبانͳ های تعداد حداکثر

۵ سوال
میانگین که طوری کرد، افراز زیرمجموعه چند به را {١,٢, . . . ,٩٩} مجموعه ی مͳ توان طریق چند به

باشد؟ زیرمجموعه ها تعداد با برابر زیرمجموعه هر اعضای

۶ سوال
مͳ دهیم: نسبت را زیر مقدار {١٠,١٢, . . . ,٢۶} مجموعه ی از ͳناته زیرمجموعه ی هر به

اعضا حاصل ضرب

اعضا٢ تعداد

اعداد مجموع مͳ شود. داده نسبت ١×١٠۴×١٨
٢٣ مقدار {١٠,١۴,١٨} زیرمجموعه ی به مثال برای

چیست؟ شده داده نسبت

٧ سوال
راست سمت به واحد دو یا Έی قورباغه مرحله هر در دارد. قرار اعداد محور مبدأ نقطه ی در قورباغه ای
بΎیرید. نظر در بنشیند، ١٠ نقطه ی روی مرحله تعدادی از پس قورباغه که را این احتمال مͳ جهد.
a+ b هستند. اول هم به نسبت و ͳطبیع اعدادی b و a که باشد a

b صورت به احتمال این کنید فرض
چیست؟

٨ سوال
زیر ش΋ل در نوار Έی مثال برای مͳ گوییم. نوار Έی جدول بزرگ قطر دو موازی ردیف هر به

کشیده ایم:



سوالات۵

دارای بالا جدول بنابراین مͳ شوند؛ محسوب نوار Έی تنهایی به گوشه خانه های از Έی هر کنید توجه
جدول خانه های از ͳبرخ در مͳ خواهیم بΎیرید. نظر در ١٣٩٩×١٣٩٩ ͳجدول حال است. نوار ٢۶
و a را مهره ها تعداد مم΋ن کمینه ی باشد. مهره فرد شامل نوار هر که طوری بΎذاریم، مهره Έی

بیابید. را a+ b بΎیرید. نظر در b را آن بیشینه ی

٩ سوال
قرار ١٠ × ١٠ جدول Έی در مͳ توان آن) قرینه های و دوران ها (و زیر ش΋ل به ͳکاش چند حداکثر

باشند؟ نداشته مشترک نقطه ی Έی ͳحت ͳکاش دو هیچ که طوری داد،

١٠ سوال
(برخورد مͳ گیریم نظر در آن کننده ی قط΄ یال های تعداد را یال هر عدد است. گراف Έی زیر ش΋ل
مͳ نامیم. گراف ͳزشت را گراف یال های تمام عدد بیشینه ی نمͳ شود). محسوب تقاط΄ رأس ها روی
و نگذرد سرش) دو جز (به رأس ها از ͳیال هیچ که طوری ب΋شیم، دوباره را گراف همین مͳ خواهیم

بیابید. را کمینه مقدار این شود. کمینه گراف ͳزشت هم چنین



۶سوالات

١١ سوال
خانه Έی مͳ توانیم مرحله هر در داده ایم. قرار مهره تعدادی ٢٠٢٠×١٣٩٩ جدول Έی خانه های در
را دیΎری و بالایی خانه ی به را ͳ΋ی برداریم، را آن از مهره دو کنیم، انتخاب مهره Έی از بیش با
و پایین، سطر در متناظرشان خانه ی بالا، سطر خانه های بالایی (خانه ی کنیم منتقل ͳراست خانه ی به
کمینه ی است). چپ سمت ستون در متناظرشان خانه ی راست، سمت ستون خانه های ͳراست خانه ی
حاصل توقف که این بدون داد، انجام گام ͳنامتناه بتوان که طوری بیابید، را لازم مهره های تعداد

شود.

١٢ سوال
داریم: زیر ویژگͳ های با مستطیل تعدادی

هستند. عمودی و ͳافق مستطیل ها اضلاع •
باشد. {١,٢, . . . ,١٠} اعداد از مͳ تواند فقط مستطیل ها اضلاع طول •

است. ۶ برابر مستطیل هر اضلاع از ͳ΋ی کم دست طول •
نمͳ رسد. ١٠٠ به مستطیل ها مساحت مجموع •

ضل΄ با مستطیل Έی در ͳهم پوشان بدون را مستطیل ها بتوان همواره که طوری بیابید، را k کمینه ی
نیست). مجاز مستطیل ها دادن (دوران داد جای k عمودی ضل΄ و ١٠ ͳافق

دهید: ΁پاس بعد سوال سه به آن به توجه با و بخوانید را زیر متن

باشد. G رأس های از عضوی زوج زیرمجموعه ای A و n تا ١ رأس های با ͳگراف G کنید فرض
درجه ی و فرد A رأس هر درجه ی که طوری کنیم، انتخاب را گراف یال های از تعدادی مͳ خواهیم
f(G,A) را هدف شدن محقق برای انتخابی یال های تعداد کمینه ی شود. زوج A خارج رأس هر

مͳ نامیم.

١٣ سوال
است؟ f(G,A) = n− ١ اولیه G چند ازای به باشد. A = {١,٢,٣,۴} و n = ١٠ کنید فرض

١۴ سوال
چیست؟ ها A تمام ازای به f(G,A) مقادیر مجموع باشد. ͳرأس ١٩ دور Έی G کنید فرض

١۵ سوال
باشد: زیر گراف G کنید فرض



سوالات٧

شد؟ خواهد ٩ برابر f(G,A) مقدار A چند ازای به



٨سوالات

سوالات: نهایی ΁پاس

١۶ ١
١٨ ٢
١٠ ٣

١٠٢٩ ۴
١ ۵

٧٢۶۴٨۵٧۵٩ ۶
١٧٠٧ ٧

١٩۵٨۶٠٢ ٨
١٢ ٩
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٣۴١٩ ١١
١٨ ١٢

٣٣٨۶٨٨٠٠ ١٣
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١۶٢٠ ١۵



ͳتشریح امتحان

٩





سوالات

امتیاز ١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افزایشͬ تفاضل
هیچ دادند. مسابقه هم با بار Έی دقیقاً تیم دو هر و کردند شرکت فوتبال Ίلی Έی در تیم ٢٠٢٠
جدول در تیم ها دارد. امتیاز ٠ باخت، هر و امتیاز ٣ برد، هر فوتبال در نشد. مساوی بازی ها از کدام
خورده) گل های تعداد منهای زده گل های (تعداد گل تفاضل اساس بر سپس و امتیاز اساس بر ابتدا
باشد؟ صعودی اکیداً پایین به بالا از Ίلی انتهای در تیم ها تفاضل است مم΋ن آیا مͳ شوند. رتبه بندی

امتیاز ١٠. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بی رقیب بازی
اساس بر و مͳ اندازند تاس بار ١٠٠ کدام هر ابتدا مͳ دهند. انجام بازی Έی هم با امیررضا و ͳمرتض
را مقابل طرف رشته ی کدام هیچ مͳ سازند. خود برای ۶ تا ١ ارقام با ͳرقم ١٠٠ رشته ی Έی آن
مثال برای مͳ کند؛ انتخاب را مقابل طرف رشته ی ارقام از ͳ΋ی نفر هر همزمان طور به سپس نمͳ بینند.
شده انتخاب رقم دو هر اگر .«٢٩ شماره «رقم بΎوید: امیررضا و «۴ شماره «رقم بΎوید: ͳمرتض
روش مͳ توانند امیررضا و ͳمرتض مͳ بازند. دو هر صورت این غیر در و مͳ شوند برنده دو هر باشد، ۶
بردشان احتمال که کنند بازی طوری مͳ توانند آن ها آیا کنند. هماهنگ بازی آغاز از پیش را بازی شان

شود؟ ١
٣۶ از بیش تر

امتیاز ١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͽمتقاط وتر های
است. شده کشیده آن ها بین وترهای از تعدادی و دایره Έی دور نقطه ١٣٩٩

RS و PQ نمͳ شود) محسوب تقاط΄ دایره روی (برخورد متقاط΄ وتر دو مͳ توانیم مرحله هر در آ)
رسم را QR و QS ،PR ،PS وترهای آن ها، از ͳ΋ی کردن پاک از پس و کرده انتخاب را
کنید فرض ندارد). ͳال΋اش که باشند شده رسم قبلا̈ وتر چهار این از ͳبرخ است (مم΋ن کنیم
وضعیت های ازای به k بیشینه ی باشد. مرحله تعدادی از پس وترها تعداد مم΋ن کمینه ی k

امتیاز) ٣) چیست؟ مختلف ابتدایی

١١



١٢سوالات

امتیاز) ٧) مͳ شوند. پاک RS و PQ وتر دو هر که تفاوت این با «آ» قسمت سوال همان ب)

امتیاز ١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشترک دوست
،٨١ اعداد از ͳ΋ی اندازه ی به ͳکس هر است. دوطرفه رابطه ی Έی ͳدوست نفره، ٩٩ جم΄ Έی در
که طوری کرد، انتخاب برابر دوستان تعداد با نفر ١٠ مͳ توان کنید ثابت دارد. دوست ٩٠ و … ،٨٢

باشد. آن ها همه ی مشترک دوست جم΄، در نفر Έی کم دست

امتیاز ١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عروج
است: آبولف ͳزندگ از شمایی زیر، ͳنامتناه نوار

٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠

…

١ خانه ی شیطان دارد. قرار شیطان Έی دیΎر خانه های از Έی هر در است! جهنم ٠ شماره خانه ی
یا جن دیو، اش΋ال از ͳ΋ی به ابلیس) خود جمله (از شیطان هر ابتدا در است! ابلیس شخص خود
به برود، بیش تر شماره ی با خانه های به چه هر و است ١ خانه ی روی ابتدا در آبولف مͳ آید. در انسان

مͳ افتد: زیر اتفاقات مرحله هر مͳ شود. نزدیΈ تر بهشت

اش΋ال از ͳ΋ی به شیطان این اگر مͳ کند. وسوسه را او آبولف، خانه ی در حاضر شیطان
صورت این غیر در مͳ رود؛ راست به خانه Έی و نخورده گول آبولف باشد، جن یا دیو
تلاش که ͳشیطان آبولف، حرکت از پس مͳ رود. چپ به خانه Έی و خورده گول آبولف
ش΋ل تغییر دیو و انسان جن، به ترتیب به انسان و جن دیو، از داد، انجام وسوسه برای
مقاومت آبولف بار نخستین برای بزند، گول را آبولف ابلیس، اگر هم چنین مͳ دهد.
تمام کارش و مͳ رود ابدی جهنم به دوم بار برای اما مͳ ماند، ابلیس خانه ی در و کرده

مͳ دهد. ش΋ل تغییر شیاطین سایر مانند هم ابلیس کنید توجه است!

را ͳطبیع عدد هر ͳیعن) کرد خواهد عروج بهشت، سمت به و شد نخواهد ͳجهنم آبولف کنید ثابت
دید)! خواهد زود یا دیر

امتیاز ١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلثͬ شب΄ه ی
هر کنید ثابت است. شده تقسیم واحد ضل΄ با متساوی الاضلاع مثلث های از شب΋ه ای به صفحه Έی
دست دارای دارند، قرار شب΋ه خطوط روی آن اضلاع ١٣٩٩که محیط با معقر یا محدب ͳچندضلع

است. درجه ٢۴٠ یا ١٢٠ زاویه ی Έی کم



سوالات١٣

امتیاز ١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س΄ه یابی
باقͳ مانده س΋ه ی و است قرمز رو دو آن ها از ͳ΋ی و سفید رو دو آ ن ها از تا ٩٩٨ که داریم س΋ه ١٠٠٠
ͳدستگاه نمͳ بینیم. را آن ها رنگ ما و دارند روکش س΋ه ها دارد. سفید روی Έی و قرمز روی Έی
پایین ΀سط دستگاه، سپس دهیم؛ قرار آن کف روی س΋ه تعدادی مͳ توانیم مرحله هر در که داریم
دست آیا مͳ گوید ما به و کرده ͳبررس را شده گذاشته س΋ه های دارد) تماس دستگاه با که ͳسطح)
هم واره که دارد وجود دستگاه از استفاده مرحله ١٧ با ͳروش آیا خیر. یا است قرمز آن ها از ͳ΋ی کم

کند؟ پیدا را تمام قرمز س΋ه ی



١۴سوالات



حل ها راه

امتیاز ١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افزایشͬ تفاضل
هیچ دادند. مسابقه هم با بار Έی دقیقاً تیم دو هر و کردند شرکت فوتبال Ίلی Έی در تیم ٢٠٢٠
جدول در تیم ها دارد. امتیاز ٠ و ٣ ترتیب به فوتبال در باخت و برد نشد. مساوی بازی ها از کدام
خورده) گل های تعداد منهای زده گل های (تعداد گل تفاضل اساس بر سپس و امتیاز اساس بر ابتدا
باشد؟ صعودی اکیداً پایین به بالا از Ίلی انتهای در تیم ها تفاضل است مم΋ن آیا مͳ شوند. رتبه بندی

اسدی ابوالفضل طراح:

پایین به بالا از تیم ها تفاضل کنید فرض مͳ کنیم. استفاده خلف برهان از نیست. مم΋ن خیر، :΁پاس
آن بین صورت این در زیرا باشند، کرده کسب برابر امتیاز تیم دو ندارد ام΋ان باشد. صعودی اکیداً
ͳمختلف امتیازهای تیم ها پس است. تناقض در سوال فرض با که دارد ناکم تر تفاضل بالاتر تیم دو،
حالت)، ٢٠٢٠) است ٣×٢٠١٩ …و ،۶ ،٣ ،٠ تنها مم΋ن امتیازهای که رو آن از کرده اند. کسب
برده را بازی ها تمام برد ٢٠١٩ × ٣ با تیم شده اند. کسب تیم Έی دقیقاً توسط امتیازها از کدام هر
باخته را بازی ها تمام برد، ٠ با تیم هم چنین مͳ گیرد. قرار مثبت تفاضل با ی΋م رتبه ی در پس است،
بیش تر آخر تیم تفاضل از ی΋م تیم تفاضل پس مͳ گیرد. قرار ͳمنف تفاضل با آخر رتبه ی در پس است،

مͳ کند. ثابت را ح΋م حاصل تناقض است.

امتیاز ١٠. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بی رقیب بازی
اساس بر و مͳ اندازند تاس بار ١٠٠ کدام هر ابتدا مͳ دهند. انجام بازی Έی هم با امیررضا و ͳمرتض
را مقابل طرف رشته ی کدام هیچ مͳ سازند. خود برای ۶ تا ١ ارقام با ͳرقم ١٠٠ رشته ی Έی آن
مثال برای مͳ کند؛ انتخاب را مقابل طرف رشته ی ارقام از ͳ΋ی نفر هر همزمان طور به سپس نمͳ بینند.
شده انتخاب رقم دو هر اگر .«٢٩ شماره «رقم بΎوید: امیررضا و «۴ شماره «رقم بΎوید: ͳمرتض
روش مͳ توانند امیررضا و ͳمرتض مͳ بازند. دو هر صورت این غیر در و مͳ شوند برنده دو هر باشد، ۶
بردشان احتمال که کنند بازی طوری مͳ توانند آن ها آیا کنند. هماهنگ بازی آغاز از پیش را بازی شان

١۵



حل ها ١۶راه

شود؟ ١
٣۶ از بیش تر

ثقفیان ͳمرتض طراح:

وجود ۶ رشته در (اگر مͳ گویند را خود رشته ی در ۶ رقم اولین جایΎاه کدام، هر مͳ توانند. بله، :΁پاس
این بدهد، رخ ͳسان΋ی جایΎاه در رشته دو برای ۶ رقم نخستین که ͳصورت در مͳ گویند). ١ نداشت،

با: است برابر رشته دو هر برای k جایΎاه در ۶ اولین دادن رخ احتمال مͳ برند. نفر ))دو
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امتیاز ١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͽمتقاط وتر های
است. شده کشیده آن ها بین وترهای از تعدادی و دایره Έی دور نقطه ١٣٩٩

RS و PQ نمͳ شود) محسوب تقاط΄ دایره روی (برخورد متقاط΄ وتر دو مͳ توانیم مرحله هر در آ)
رسم را QR و QS ،PR ،PS وترهای آن ها، از ͳ΋ی کردن پاک از پس و کرده انتخاب را
کنید فرض ندارد). ͳال΋اش که باشند شده رسم قبلا̈ وتر چهار این از ͳبرخ است (مم΋ن کنیم
وضعیت های ازای به k بیشینه ی باشد. مرحله تعدادی از پس وترها تعداد مم΋ن کمینه ی k

امتیاز) ٣) چیست؟ مختلف ابتدایی

ͳجبل عامل افروز طراح:

امتیاز) ٧) مͳ شوند. پاک RS و PQ وتر دو هر که تفاوت این با «آ» قسمت سوال همان ب)

اسدی ابوالفضل طراح:

صورت این غیر در کند؛ متصل هم به را ͳمتوال نقطه ی دو اگر گوییم، ضل΄ وتر Έی به آ: بخش ΁پاس
مͳ گوییم. قطر آن به

΁پاس صورت این (در است ٢n − ٣ برابر نقطه n ازای به ΁پاس n ≥ ٣ هر ازای به مͳ کنیم ثابت
شد). خواهد ٢٧٩۵ مسئله

نشود. ٢n−٣ از کم تر مراحل انجام با آن در وترها تعداد که مͳ دهیم ارائه ابتدایی وضعیت Έی ابتدا
نیز قطرها و دهند تش΋یل ͳضلع‐n Έی تا هستند متصل هم به ͳمتوال نقاط کنید فرض است ͳکاف



حل ها١٧ راه

وضعیت از وترها تعداد پس نیست، انجام قابل ͳگام هیچ وضعیت این در بسازند. مثلث بندی Έی
شد. نخواهد کم تر (٢n− ٣) ابتدایی

متقاط΄ قطری دو هیچ آن در که برسند ͳحالت به مͳ توانند ابتدایی وضعیت های تمام مͳ کنیم ثابت حال
و (n − ٣) ͳضلع‐n در مثلث بندی Έی اندازه ی به حداکثر حالت این در قطرها تعداد نیستند.
ثابت n روی قوی استقرای به را ح΋م شد. خواهد ثابت ح΋م پس است. n حداکثر نیز اضلاع تعداد
ح΋م کنید فرض نداریم. قطری هیچ زیرا است، ΀واض ح΋م استقرا) (پایه ی n = ٣ برای مͳ کنیم.
قطری اگر است. برقرار نیز n ازای به ح΋م مͳ کنیم ثابت باشد. برقرار n از کم تر مقادیر ازای به
قطر هر ازای به باشد. دل خواه قطر Έی PQ کنید فرض حال است. برقرار ح΋م باشد، نداشته وجود
پس کار این با مͳ کنیم. حذف را RS و کرده اجرا دو این روی را عملیات RS مانند PQ با متقاط΄
مطابق را کار قطر، طرفین در است ͳکاف بود. نخواهد متقاط΄ قطری هیچ با PQ مرحله تعدادی از

دهیم. انجام استقرا فرض
این (در است ٢n− ٣ برابر نقطه n ازای به ΁پاس n ≥ ۴ هر ازای به مͳ کنیم ثابت ب: بخش ΁پاس

است. «آ» قسمت مانند ابتدایی وضعیت ارائه ی شد). خواهد ٢٧٩۵ مسئله ΁پاس صورت
متقاط΄ قطری دو هیچ که ͳصورت در ،n ≥ ۴ هر ازای به مͳ کنیم ثابت n روی قوی استقرای به ابتدا
(پایه ی n = ۴ برای است. نشده کشیده آن ها از قطری هیچ که دارد وجود نامجاور رأس دو نباشند،
ح΋م مͳ کنیم ثابت باشد. برقرار n از کم تر مقادیر برای ح΋م کنید فرض است. ΀واض ح΋م استقرا)
برآورده را ح΋م خواسته ی نامجاور رأس دو هر باشیم، نداشته قطر اگر است. برقرار نیز n ازای به
دارند Q و P جز به ͳرأس PQ طرفین از Έی هر باشد. قطر Έی PQ کنید فرض پس مͳ کنند.
طبق صورت این غیر در و باقͳ مانده رأس باشد، مثلث (اگر باشد نشده کشیده آن ها از قطری هیچ که

مͳ کنند. برآورده را ح΋م رأس دو این استقرا). فرض
هر ازای به کنیم ثابت n روی ضعیف استقرای به است ͳکاف مͳ پردازیم. مسئله ح΋م اثبات به حال
استقرا پایه ی برای نباشند. متقاط΄ قطری دو هیچ که کرد کاری گام تعدادی با مͳ توان اولیه وضعیت
باشد. درست نقطه n − ١ برای ح΋م کنید فرض است. ΀واض ح΋م که بΎیرید نظر در را n = ۴
نقطه ها، سایر برای و کرده حذف را A مانند نقطه ای است. برقرار نیز نقطه n برای ح΋م مͳ کنیم ثابت
استقرا، فرض اضلاع از ͳ΋ی شما، بهتر درک جهت (صرفاً مͳ دهیم انجام را کار استقرا فرض مطابق
دارند، وجود استقرا فرض در نامجاور رأس دو شده، ثابت ح΋م مطابق ماست). استقرای ح΋م قطر
در نقطه، دو این از ͳ΋ی کم دست باشد. نشده کشیده آن ها از استقرا فرض نقاط در قطری که طوری
مͳ توان نقطه ها، از B حذف با مͳ نامیم. B و گرفته نظر در را آن نیستند. مجاور A با استقرا ح΋م
قطر قطعاً تقاط΄ هر حال استقرا). فرض (طبق رسید مطلوب وضعیت به دیΎر نقطه ی n − ١ برای
C مانند نقطه ای صورت این غیر در است. برقرار ح΋م نباشد، موجود AB قطر اگر دارد. را AB

کشیده آن از استقرا فرض نقاط در قطری هیچ که طوری دارد، وجود دوم استقرای فرض در A جز به
ͳکاف نباشد، وصل B مجاور نقطه ی دیΎر به اما باشد، B مجاور یا نباشد B مجاور C اگر باشد. نشده
ایجاد استقرا فرض مطابق دیΎر نقطه ی n − ١ برای را مطلوب وضعیت و کرده حذف را آن است
وصل نیز مͳ نامیم) D را آن (که B مجاور نقطه ی دیΎر به و است B مجاور C کنید فرض پس کنیم.



حل ها ١٨راه

B نقطه ی به قطری هیچ آن از پس دهید. انجام CD و AB قطرهای روی را مسئله عملیات است.
فرض مطابق نقطه ها بقیه ی برای را مطلوب وضعیت و کرده حذف را B است ͳکاف نیست. متصل

کنیم. ایجاد استقرا

امتیاز ١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشترک دوست
،٨١ اعداد از ͳ΋ی اندازه ی به ͳکس هر است. دوطرفه رابطه ی Έی ͳدوست نفره، ٩٩ جم΄ Έی در
که طوری کرد، انتخاب برابر دوستان تعداد با نفر ١٠ مͳ توان کنید ثابت دارد. دوست ٩٠ و … ،٨٢

باشد. آن ها همه ی مشترک دوست جم΄، در نفر Έی کم دست

علیپور علیرضا طراح:

داریم: حالت دو باشد. افراد متناظر گراف در درجه بیش ترین با رأس v کنید فرض :΁پاس
است ٨٠ + t صورت به v درجه ی کنید فرض صورت این در باشد؛ ٩٠ از کم تر v درجه ی •
کبوتری لانه ی اصل طبق پس دارد؛ حالت t حداکثر v همسایه های درجه ی .١ ≤ t ≤ ٩ که
دست مقدار این ١ ≤ t ≤ ٩ که آن جایی از است. برابر درجه ی با همسایه ⌈٨٠+t

t ⌉ دارای v
مͳ شود. ثابت ح΋م و است ١٠ کم

دقیقاً دارای v که دارد وجود مش΋ل ͳحالت در تنها صورت این در باشد؛ ٩٠ برابر v درجه ی •
دسته ی را A اگر صورت این در باشد. ٨١ ≤ i ≤ ٩٠ هر ازای به i درجه ی با همسایه ٩
با بΎیریم، نظر در رأس ها سایر دسته ی را B و (v (شامل گراف در ٩٠ درجه ی با رأس های

داریم: روش دو به B و A بین یال های تعداد شمردن

(٩٠ − ٩)× ١٠ = ٨١٠ ≤ B و A بین یال های تعداد ≤ ٩ × ٨٩ = ٨٠١

تعداد حداقل گرفتن نظر در با را عبارت چپ (سمت مͳ کند ثابت را ح΋م حاصل تناقض
هر یال های تعداد حداکثر گرفتن نظر در با را عبارت راست سمت و B به A رأس هر یال های

شمرده ایم). A به B رأس
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امتیاز ١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عروج
است: آبولف ͳزندگ از شمایی زیر، ͳنامتناه نوار

٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠

…

١ خانه ی شیطان دارد. قرار شیطان Έی دیΎر خانه های از Έی هر در است! جهنم ٠ شماره خانه ی
یا جن دیو، اش΋ال از ͳ΋ی به ابلیس) خود جمله (از شیطان هر ابتدا در است! ابلیس شخص خود
به برود، بیش تر شماره ی با خانه های به چه هر و است ١ خانه ی روی ابتدا در آبولف مͳ آید. در انسان

مͳ افتد: زیر اتفاقات مرحله هر مͳ شود. نزدیΈ تر بهشت

اش΋ال از ͳ΋ی به شیطان این اگر مͳ کند. وسوسه را او آبولف، خانه ی در حاضر شیطان
صورت این غیر در مͳ رود؛ راست به خانه Έی و نخورده گول آبولف باشد، جن یا دیو
تلاش که ͳشیطان آبولف، حرکت از پس مͳ رود. چپ به خانه Έی و خورده گول آبولف
ش΋ل تغییر دیو و انسان جن، به ترتیب به انسان و جن دیو، از داد، انجام وسوسه برای
مقاومت آبولف بار نخستین برای بزند، گول را آبولف ابلیس، اگر هم چنین مͳ دهد.
تمام کارش و مͳ رود ابدی جهنم به دوم بار برای اما مͳ ماند، ابلیس خانه ی در و کرده

مͳ دهد. ش΋ل تغییر شیاطین سایر مانند هم ابلیس کنید توجه است!

را ͳطبیع عدد هر ͳیعن) کرد خواهد عروج بهشت، سمت به و شد نخواهد ͳجهنم آبولف کنید ثابت
دید)! خواهد زود یا دیر

فولادی احمدی یاسر طراح:

کنید فرض مͳ کنیم. استفاده خلف برهان از رفت! نخواهد جهنم به آبولف مͳ کنیم ثابت ابتدا :΁پاس
بار دو کم دست که بΎیرید نظر در را ͳشیطان راست ترین برود. ابدی جهنم به گام ͳمتناه با آبولف
این ابلیس زیرا دارد، وجود ͳشیطان (چنین بنامید S را آن و باشد شده آبولف زدن گول به موفق
ناکام کردن وسوسه  در بار دو کم دست موفق، وسوسه ی دو هر میان در شیطان هر دارد). را خاصیت
است. فرستاده مͳ نامیم) S′ را آن (که S ͳراست خانه ی به را آبولف بار دو کم دست S پس مͳ شود.
بار دو کم دست نیز S′ که است ͳمعن آن به این بازمͳ گردد. S به S′ از آبولف بار دو کم دست پس
مͳ کند. ثابت را ح΋م حاصل تناقض است. تناقض در S بودن راست ترین با که مͳ زند گول را آبولف
مͳ کنیم. استفاده خلف برهان از دید. خواهد را ͳطبیع عدد هر زود یا دیر آبولف، مͳ کنیم ثابت حال
بار Έی کم دست ،ͳمتوال مرحله ی n هر میان از پس نبیند. را n خانه ی از بعد آبولف کنید فرض
ͳشیطان کبوتری لانه ی اصل طبق بΎیرید. نظر در را نخست مرحله ی n٢ + ١ مͳ خورد. گول آبولف
را ͳویژگ این با شیطان راست ترین مͳ شود. آبولف زدن گول به موفق بار دو کم دست که دارد وجود
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داشت. خواهد را خاصیت این نیز او راست سمت شیطان قبل، قسمت استدلال مشابه و گرفته نظر در
مͳ کند. ثابت را ح΋م حاصل تناقض

امتیاز ١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلثͬ شب΄ه ی
هر کنید ثابت است. شده تقسیم واحد ضل΄ با متساوی الاضلاع مثلث های از شب΋ه ای به صفحه Έی
دست دارای دارند، قرار شب΋ه خطوط روی آن اضلاع ١٣٩٩که محیط با معقر یا محدب ͳچندضلع

است. درجه ٢۴٠ یا ١٢٠ زاویه ی Έی کم

فیروزی حسام طراح:

مͳ کنیم: رنگ آمیزی زیر، الΎوی با را واحد مثلث های رأس های :΁پاس

سبز کنید فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون و بΎیرید نظر در ͳچندضلع از دل خواه رأس Έی
فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون بپیمایید. را ͳچندضلع محیط و کرده آغاز رأس این از باشد.
زاویه ی دارای ͳچندضلع کنید فرض و مͳ کنیم استفاده خلف برهان از باشد. قرمز بعدی رأس کنید
و سبز آبی، رأس های به ترتیب به سبز و آبی قرمز، رأس های از حرکت هر با نباشد. درجه ٢۴٠ یا ١٢٠
مͳ کند. ثابت را ح΋م حاصل تناقض باشد. سه مضرب باید ͳچندضلع اضلاع تعداد پس مͳ رویم. قرمز

امتیاز ١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س΄ه یابی
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باقͳ مانده س΋ه ی و است قرمز رو دو آن ها از ͳ΋ی و سفید رو دو آ ن ها از تا ٩٩٨ که داریم س΋ه ١٠٠٠
ͳدستگاه نمͳ بینیم. را آن ها رنگ ما و دارند روکش س΋ه ها دارد. سفید روی Έی و قرمز روی Έی
پایین ΀سط دستگاه، سپس دهیم؛ قرار آن کف روی س΋ه تعدادی مͳ توانیم مرحله هر در که داریم
دست آیا مͳ گوید ما به و کرده ͳبررس را شده گذاشته س΋ه های دارد) تماس دستگاه با که ͳسطح)
هم واره که دارد وجود دستگاه از استفاده مرحله ١٧ با ͳروش آیا خیر. یا است قرمز آن ها از ͳ΋ی کم

کند؟ پیدا را تمام قرمز س΋ه ی

ͳحسین رضا سید طراح:

دارد. وجود بله، :΁پاس
داریم: n ≥ ٢ هر ازای به :١ لم

Fn ≤ ٢n−٢

مͳ گیریم. نظر در را n = ٢ پایه برای مͳ کنیم. ثابت n روی ضعیف استقرای به را ح΋م :١ لم اثبات
داریم:

F٢ = ١ ≤ ٢−٢٢ = ١

است: برقرار نیز n+ ١ برای ح΋م مͳ کنیم ثابت باشد. برقرار n برای ح΋م کنید فرض

Fn+١ = Fn + Fn−١ ≤ ٢Fn ≤ ٢ × ٢n−٢ = ٢n−١

در مͳ توانیم باشیم، داشته تمام قرمز س΋ه ی Έی و تمام سفید س΋ه ی n − ١ شامل س΋ه n گر :٢ لم
بیابیم. را تمام قرمز س΋ه ی مرحله ⌈log٢ n⌉ حداکثر

در را n = ١ استقرا پایه ی برای مͳ کنیم. ثابت n روی قوی استقرای به را ح΋م :٢ لم اثبات
ح΋م کنید فرض است. یافتن قابل دستگاه از استفاده بدون تمام قرمز س΋ه ی آن در که بΎیرید نظر
دو به را س΋ه ها است. برقرار نیز n برای ح΋م مͳ کنیم ثابت باشد. برقرار n از کم تر مقادیر برای
دستگاه ΁پاس با مͳ گذاریم. دستگاه در را آن ها از ͳ΋ی و کرده تقسیم تایی

⌈
n
٢
⌉

و
⌊
n
٢
⌋

دسته ی
استقرا فرض مطابق را کار است ͳکاف است. دسته کدام در تمام قرمز س΋ه ی که مͳ شویم متوجه
حداکثر در کار پس بیابیم. مرحله

⌈
log٢

(⌈
n
٢
⌉)⌉

حداکثر با تمام قرمز س΋ه ی شامل دسته ی در
است. انجام قابل مرحله

⌈
log٢

(⌈
n
٢
⌉)⌉

+ ١ ≤ ⌈log٢ n⌉
دو از ͳ΋ی با س΋ه nاُم) ͳفیبوناچ (عدد k ≤ Fn حداکثر اگر مͳ کنیم ثابت :ͳاصل مسئله ی حل
که جایی آن (از دارد وجود مرحله n با تمام قرمز س΋ه ی یافتن برای ͳروش باشیم، داشته زیر توزیع

شد): خواهد حل مسئله F١٧ ≥ ١٠٠٠
روی Έی و سفید روی Έی با س΋ه Έی و تمام قرمز س΋ه ی Έی تمام سفید، س΋ه ی k − ٢ •

قرمز
تمام قرمز س΋ه ی Έی و تمام سفید س΋ه ی k − ١ •
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که مͳ گیریم نظر در را n = ١,٢ استقرا پایه ی برای مͳ کنیم. ثابت n روی قوی استقرای به را ح΋م
n برای ح΋م مͳ کنیم ثابت باشد. برقرار n از کم تر مقادیر برای ح΋م کنید فرض است. ΀واض ح΋م
س΋ه های و مͳ کنیم تقسیم تایی b ≤ Fn−٢ و a ≤ Fn−١ دسته ی دو به را س΋ه ها است. برقرار نیز

داریم: حالت دو مͳ دهیم. دستگاه به را تایی b دسته ی
تایی a دسته ی در قطعاً تمام قرمز س΋ه ی صورت این در باشد؛ قرمز وجود عدم دستگاه، ΁پاس •

یافت. دیΎر مرحله ی n− ١ حداکثر با را آن مͳ توان استقرا فرض طبق و است
دو مͳ گذاریم. دستگاه روی دوباره و برگرانده را س΋ه b همین باشد؛ قرمز وجود دستگاه، ΁پاس •

داریم: حالت
س΋ه ی a−١ شامل تایی a دسته ی صورت این در باشد؛ قرمز وجود عدم دستگاه، ΁پاس –

داریم: ١ لم مطابق است. تمام قرمز س΋ه ی Έی و تمام سفید

a ≤ Fn−١ ≤ ٢n−٣

بیابیم. مرحله n− ٣ حداکثر با ٢ لم روش مطابق را تمام قرمز س΋ه ی است ͳکاف
تمام قرمز س΋ه ی شامل تایی b دسته ی صورت این در باشد؛ قرمز وجود دستگاه، ΁پاس –

بیابیم. مرحله n− ٢ حداکثر با را آن استقرا فرض طبق است ͳکاف و است


